
Ïðîãðàììà ñïåöêóðñà
Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

I. Îñíîâû òåîðèè

�1. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

1. Ïðèâåäåíèå íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà-
÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ê óðàâíåíèÿì âèäà

u′′(x) +
τ̃(x)

σ(x)
u′ +

σ̃(x)

σ2(x)
u = 0 (1)

(τ̃(x) � ïîëèíîì íå âûøå ïåðâîé ñòåïåíè, σ(x) è σ̃(x) � ïîëèíîìû íå âûøå
âòîðîé ñòåïåíè).

2. Ïðèâåäåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà (1) ê óðàâíå-
íèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

σ(x)y′′ + τ(x)y′ + λy = 0 (2)

(τ(x) � ïîëèíîì íå âûøå ïåðâîé ñòåïåíè, λ � ïîñòîÿííàÿ). Âûäåëåííûé ñëó÷àé.

3. Óðàâíåíèå Ðèìàíà ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè è åãî ñâÿçü ñ îáîáùåííûì óðàâ-
íåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà (1).

�2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

1. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà.
2. Ôîðìóëà Ðîäðèãà äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.

�3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

1. Îáîáùåíèå ôîðìóëû Ðîäðèãà.
2. Åäèíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà è

èõ ïðîèçâîäíûõ.

II. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ

�4. Ôóíêöèè Áåññåëÿ

1. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ê óðàâíåíèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà.



2. Âûáîð êîíòóðîâ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
3. Ôóíöèÿ Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà Jν(z). Ïîëó÷åíèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà

1-ãî è 2-ãî ðîäà B(u, v) è Γ(z), ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Ñëó÷àé ν = 1
2 è ïîëóöåëûõ

çíà÷åíèé ν. Ñëó÷àé ν À z.
4. Ôóíêöèè Õàíêåëÿ 1-ãî è 2-ãî ðîäà H

(1)
ν (z) è H

(2)
ν (z). Èõ àñèìïòîòèêà.

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 2-ãî ðîäà Yν(z). Àñèìïòîòèêà ôóíêöèé Jν(z) è Yν(z).
5. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ êàê ÷àñòíûé ñëó-

÷àé èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà.
6. Ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ Kν(z), Iν(z).
7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîììåëÿ (ñì. èñêëþ÷åíèå äëÿ �1, ï. 2).

III. Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

�5. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

1. Ñîõðàíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ ïðè ëèíåéíîé çàìåíå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
2. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà F (α, β, γ, z).
3. Óðàâíåíèå äëÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè F (α, γ, z).
4. Ôóíêöèÿ Ýðìèòà Hν(z) è ôóíêöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà Dν(z).
5. Ïîñòðîåíèå ïî îäíîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

äðóãèõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â
óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà.

IV. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

�6. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

1. Ïîëèíîìû ßêîáè, Ëàãåððà è Ýðìèòà.
2. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.
3. Ïîëèíîìû yn(x) è èõ ïðîèçâîäíûå y

(m)
n (x).

4. Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ yn(x) è èõ ïðîèçâîäíûõ. Âû÷èñëåíèå êâàä-
ðàòîâ íîðìû d2

n è êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ an, bn:

∫ b

a

y(k)
n (x)y(k)

m (x)ρk(x)dx = d2
knδmn, σ(x)ρ(x)x`|a,b = 0 (` = 0, 1, ...),

d2
kn =

1

µkn

d2
k+1,n, d2

n =
d2

nn∏n−1
k=0 µkn

, d2
nn = (n!an)2

∫ b

a

σn(x)ρ(x)dx.



�7. Íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ

1. Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì pn(x).
2. Åäèíñòâåííîñòü ñèñòåìû ïîëèíîìîâ ïðè çàäàííîì âåñå. Îïðåäåëèòåëü äëÿ pn(x).

Ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà Tn(x) êàê íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ.
3. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x). Cïîñîá

âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ αn, βn, γn äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ.

4. Ôîðìóëà Äàðáó�Êðèñòîôôåëÿ.
5. Ñâîéñòâà íóëåé.
6. Ñâîéñòâà ÷åòíîñòè ïîëèíîìîâ, âûòåêàþùèå èç ÷åòíîñòè âåñîâîé ôóíêöèè.
7. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà.

�8. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ïîëèíîìîâ ßêîáè, Ëàãåððà è Ýðìèòà

�9. Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê êëàññè÷åñêèì îðòîãîíàëü-
íûì ïîëèíîìàì äëÿ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òåîðåìà.
2. Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
3. Âîäîðîäîïîäîáíûé àòîì (óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà).
4. Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà.

�10. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåêî-
òîðûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

1. Ñâîéñòâî ïîëíîòû äëÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.
2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà (äîêàçàòåëüñòâî).
3. Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ. Òåîðåìà ðàâíîñõîäèìîñòè.

�11. Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ

1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
2. Ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.
3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.
4. Ñâÿçü îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.
5. Îáîáùåííûå ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè.
6. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ.

�12. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå



V. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû äèñêðåòíîé ïåðå-
ìåííîé

�13. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ

1. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà 2-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà íà ðàâíîìåðíîé è íåðàâíîìåðíîé ñåòêå.

2. Ïîëèíîìû Õàíà, Ìåéêñíåðà, Êðàâ÷óêà è Øàðëüå.

�14. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà íà íåðàâíîìåðíûõ ñåò-
êàõ

1. Íàõîæäåíèå êëàññà íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê, ñîõðàíÿþùèõ òèï óðàâíåíèÿ. Îïðå-
äåëåíèå ïîíÿòèÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ïðåäåëü-
íûé ïåðåõîä îò q�ñåòêè ê ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé.

2. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé íà íåðàâíîìåð-
íûõ ñåòêàõ.

3. Êâàäðàòè÷íàÿ ñåòêà.
4. q�cåòêà.
5. Êëàññèôèêàöèÿ q�ïîëèíîìîâ.



Ñïåöêóðñ. Ïðîôåññîð À.Ô. Íèêèôîðîâ

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè
â ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì âèäà

u′′ +
τ̃(x)

σ(x)
u′ +

σ̃(x)

σ2(x)
u = 0, (1)

ãäå σ(x) è σ̃(x) � ïîëèíîìû íå âûøå 2�îé ñòåïåíè, τ̃(x) � ïîëèíîì íå âûøå 1�îé ñòå-
ïåíè. Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç èçâåñòíîãî â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óðàâíåíèÿ Ðèìàíà ñ òðåìÿ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè. Äëÿ
óðàâíåíèé (1) íåòðóäíî íàéòè êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé u = φ(x)y, ïðèâîäÿùèé èõ ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ôóíêöèè φ(x) ê óðàâíåíèÿì òîãî æå âèäà. Ïðè ýòîì ïîëèíîì
σ(x) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è îêàçûâàåòñÿ âûäåëåííûì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøå-
íèé u(x). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ôóíêöèè y = y(x) âîçíèêàåò óðàâíåíèå

y′′ +
τ̄(x)

σ(x)
y′ +

σ̄(x)

σ2(x)
y = 0,

â êîòîðîì ïîëèíîì σ̄(x) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îí äåëèëñÿ áåç îñòàòêà íà σ(x). Ýòî
ïîçâîëÿåò âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

σ(x)y′′ + τ(x)y′ + λy = 0 (2)

(λ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, σ(x) è τ(x) � ïîëèíîìû íå âûøå 2�îé è 1�îé ñòåïåíè). Óðàâ-
íåíèå (2) ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ñíà÷àëà äëÿ íåãî ñòðîèòñÿ êëàññ íàèáîëåå ïðîñòûõ ðåøåíèé �
êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé Ðîäðèãà

y = yn(x) =
Bn

ρ(x)

dn

dxn
[σn(x)ρ(x)],

ãäå ôóíêöèÿ ρ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (σρ)′ = τρ, à êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2)
äëÿ ïîëèíîìà yn(x) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì λ + nτ ′ + 1

2
n(n− 1)σ′′ = 0.

Çàòåì ôîðìóëà Ðîäðèãà îáîáùàåòñÿ è èç íåå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò êëàññ èíòåãðàëü-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) ïðè ëþáûõ λ, τ(x), σ(x) è, òåì ñàìûì, äëÿ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïèñàòü ôóíêöèè Áåññåëÿ, ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèå è âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè è ðÿä äðóãèõ
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, à òàêæå ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.

Óðàâíåíèå âèäà (2) åñòåñòâåííî íàçûâàòü óðàâíåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà, òàê
êàê îíî ïðèâîäèò ê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, à óðàâíåíèå âèäà (1) � îáîáùåííûì
óðàâíåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà.

Â ðàìêàõ íàéäåííîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíà òàêæå òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ
ïîëèíîìîâ äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé êàê ÷àñòíûõ ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿþùåãîñÿ àíàëîãîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) íà ðàâ-
íîìåðíûõ è íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ îïðåäåëåííîãî âèäà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëèíîìû ×å-
áûøåâà äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé, ïîëèíîìû Õàíà, Ìåéêñíåðà, Êðàâ÷óêà, Øàðëüå, ïîëè-
íîìû Ðàêà è äóàëüíûå ïîëèíîìû Õàíà, q�ïîëèíîìû, ïîëèíîìû Àñêè�Âèëüñîíà, à òàêæå
êîýôôèöèåíòû Êëåáøà�Ãîðäàíà è Ðàêà, êîòîðûå äàâíî íàøëè ïðèëîæåíèå â êëàññè÷å-
ñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.
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Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

I. Îñíîâû òåîðèè
1. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà
2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó
3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ôóíêöèè

Áåññåëÿ
II. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

4. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà
5. Íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ
6. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ïîëèíîìîâ ßêîáè, Ëàãåððà è Ýðìèòà
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8. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåêîòîðûõ çà

äà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
9. Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ
10. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

III. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû äèñêðåòíîé ïåðå
ìåííîé

11. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ
12. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ
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